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Е 6 ЕВКЛИДДИК МЕЙКИНДИГИНДЕ ( f 5, Д ,)  ТҮГӨЙҮНҮН КВАЗИ-КОШМОК 
СЫЗЫГЫНЫН ЖАШАШЫНЫН ЗАРЫЛ ЖАНА ЖЕТИШТҮҮ ШАРТТАРЫ

Бул изилдөө заманбап дифференциалдык геометриянын тездик менен өнүгүп келе жаткан 
багыттарына таандык, тактап айтканда: көп түспөлдүүлүктөрдөгү дифференцирленүүчү 
чагылтуусунун геометриясы жана торчодогу жылма көп түспөлдүүлүктөрдүн геометриясы. 
Изилдөөдө евклиддик мейкиндиктеги берилген бөлүштүрүүлөрдөгү жекече чагылтуулар жана 
бөлүштүрүү, торчолор жана чагылтуулар теорияларынын арасындагы тыгыз байланыштар 
үйрөнүлөт. Изилдөө учурунда квази-кошмок сызыгынын жашашынын зарыл жана жетиштүү 
шарттарын далилдөө максатын көздөйт.Изилдөөнүн методдору: Картан тышкы формалар 
жана кыймылдуу репер методу О  с  Еб аймагында ар бир X  e Q  чекити аркылуу берилген 
торчонун бир сызыгы ото тургандай жылма сызыктардын классы берилген.
У? = (X  Д  ) = 1,6  ̂ кыймылдуурепери бул торчонун со1 сызыгы үчүн Френенинрепери боло

тургандай тандалып алынган. ej еектордук талааларынын интегралдык сызыктары Е 6 

Френенин торчосун түзүшөт. Х 6 торчосунун со1 сызыгынын жанымасында инварианттык 

түрдө I''i е ( У Д )  чекити аныкталат. X  чекити О  аймагында кыймылга келгенде F f 

псевдофокусу өзүнүн О 5 аймагын сызып чыгат. Мындан f j ( X )  = F4 боло тургандай 

чагылтуусуна ээ болобуз. ( f I5, A4) түгөйүнүн кеази-кошмок сызыгынын

жашашынын зарыл жана жетиштүү шарттары далилденди, мында Д4 = ( X , ^1 ’ е4 ’ ̂ 5 ’ еб ) ~
төрт ченемдүү бөлүштүрүү.

Негизги сөздөр: евклиддик мейкиндик; Френенин репери; Френенин торчосу; бөлүктөп 
чагылтуу; бөлүштүрүү.

НЕОБХОДИМОЕ И ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ СУЩЕСТВОВАНИЯ 
КВАЗИДВОЙНОЙ ЛИНИИ ПАРЫ ( f 5, Д  ) В ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Е 6
Это исследование относится к быстро развивающимся областям современной 

дифференциальной геометрии, а именно: геометрия дифференцируемых отображений гладких 
многообразий и геометрия сети на гладких многообразиях. В исследованиях изучаются частичные 
отображения евклидова пространства, порожденные заданным распределением, и выявляются 
тесные связи между теориями отображений, сетей и распределений. Задавая-6-мерное
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распределение в некоторых областях евклидова пространства определяется инвариантным 
образом, ортогонально дополнительным к заданному распределению. Цель исследования - доказать 
необходимые и достаточные условия существования квазидвойной линии. Методы исследования: 
метод внешних форм Картана и подвижной репер. В области О  с  Е6 рассмотрено семейство 
гладких линий так, что через каждую точку X  £ £1 проходит одна линия заданного семейства. 

Подвижной репер 9{ = ( Х ,ef) { i , j , k  = 1,6^ является репером Френе для линии со1 заданного

семейства. Интегральные линии векторных полей е. образуют сеть Х 6 Френе. На касательной 

линии аз1 сети Х 6 инвариантным образом определяется точка F f (е ( Х  ,ё, ). Когда точка X  

смещается в области О , псевдофокус F f описывает свою область O f  . Этим определяется 

частичное отображение f f . Q ^ Q f  такое, что f f ( X )  = F f . Доказаны необходимое и

достаточное условия существования квазидвойной линии пары [ f f , l k f ^ , где

( Х - & I у у & $ у ) —) -  четырехмерное распределение.
Ключевые слова: евклидово пространство; репер Френе; сеть Френе; частичное 

отображение; распределение.

NECESSARY AND SUFFICIENT CONDITIONS FOR EXISTENCE OF A QUASIO- 
DOUBLE LINE OF A PAIR ( f f ,  Д  ) IN EUCLIDEAN SPACE E 6

This research belongs to the rapidly developing areas o f modern differential geometry, namely: the 
geometry o f differentiable mappings o f smooth manifolds and the geometry o f a network on smooth 
manifolds. The research examines the partial mappings o f the Euclidean space generated by a given 
distribution, and reveals the close connections between the theories o f mappings, networks and 
distributions. Specifying a 6-dimensional distribution in some areas o f Euclidean space is determined in 
an invariant way, orthogonally complementary to the given distribution. The purpose o f the study is to 
prove the necessary and sufficient conditions for the existence o f a quasi-double line. Research methods: 
Cartan's method o f external forms and a movable benchmark.This study relates to the rapidly developing 
areas o f modern differential geometry, which is: the geometry o f differentiable maps o f smooth manifolds 
and network geometry on smooth manifolds. It is considered a set o f smooth lines such that through a point
X  £ Q. passed one line o f given set in domain О  cz E6. The moving frame Ш = (X , et) {i, j  ,k  = 1,6^

frame ofFrenet for the line со1 o f the given set. Integral lines o f the vector fields et are formed net X 6 o f 
Frenet. There exists a point F f  e ( X  f , ) on the tangent o f the line o f . When a point X  is shifted in the 

domain Q , the point F f  describes i t ’s domain Q 5 j in Es . It is def i ned the partial mapping

f X - . n ^ n l  such that f j  ( X )  = F f . Necessary and sufficient conditions o f existence o f a quasio-

double line o f a pair [ f f , A4 ) (Дг = ( A", , e4, e5, e6 ))  are proved.
Key words: euclidean space; Frenet frame; net ofFrenet; partial mapping; distribution.

is

Введение. В области Q  евклидова пространства Е 6, задано семейство гладких 

линий так, что через каждую точку X  e Q  проходит одна линия заданного семейства. 

Подвижной ортонормированный репер = ) ( i , j , k  = l ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ) в области Q

выбран так, чтобы он был репером Френе [1], [2] для линии (D1 заданного семейства. 
Деривационные формулы репера ^  имеют вид:
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dX  = o 1et, det = со. e, . (1)

Формы o ' , Ок удовлетворяют структурным уравнениям евклидова пространства:

Deo1 = cok л col, Deof = со3 л col, со3 + со) = 0 . (2)

Интегральные линии векторных полей образуют сеть Френе Х 6 для линии СО 

заданного семейства. Поскольку репер ^  построен на касательных к линиям сети Х 5, 

формы o k становятся главными, т.е.

О = А }о и-
В силу последнего равенства формулы (2) имеем:

4 = - 4 -
Дифференцируя внешним образом равенство (3) получим:

D o k = d A k л а и + A kD o J .1 и in
Применяя формул (2) отсюда имеем:

A  j  a k,. л  аi(о3, а  со. = dA. л  со3 + А., а  со a  col
J V V *

В силу равенства (3) последнее равенство имеет вид:

или

Отсюда найдем:

или

со3 а А .ж  -  dA л  со3 -  А. со! а со
1 j f  V V f.

Atco3 а со = dAk. а со3 -  Ас. а со! а со1
j f  1 1J у (

dAk а  со1 — Аксо) а  со1 — Акесо} л со1 = О
и J J f i

(d A  -  A^A -  Â co* ) а  со3 = 0
Применяя лемму Картана [3] отсюда имеем:

I к _т

или

(3)

(4)

d A k= ( A k + A k A k  + A k . A l ) o mи V Цт it цт j  im J

Система величин \  A j ,Ajm} образуют геометрический объект второго порядка. 

Формулы Френе для линии СО1 заданного семейства имеют вид:

d1e1 — Ап в 2,

= Л2, ё, + А , ё3,

d , e ,  = А о ,ө ? +  А , ,  б4,

(5)
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d j i 4 — Л  41 ё , +  Л41 ё 3,41 3 41 5̂ ’

с!,вг Л. 316d +  Л. ,

d  ё  =  Л 5 ёd l e 6 A  6 le 5 ,

и A Зп = - A  3 1= 0, A  4 = - A  1i= 0, A  Xi = - A  f =  0, A  f  = -  A  1=  0,

A  5 = - A 2 =  0  A  4 = - A 2 =  0  A  5 = - A 3 =  0  A  4 = - A 6 =  021 51 ’  21 41 ’  31 51 ’  61 41 .

Здесь k \ =  A h , k2 =  A h , k3 =  К , k4 = A  h= A  5 , A 561 = -A  61= 0 -

(6)

(7)

первая, вторая,

третья, четвертая и пятая кривизны линии О 1 соответственно (где d 1 -  символ
1

дифференцирования вдоль линии О  ).

Псевдофокус [4] F 4 ( i ф ц ) касательной к линии О  сети Х 5 определяется 

следующим радиус-вектором:

f j = х — -ё. = х  +— ё.. 
' A  ' А  1

(8)

На каждой касательной { Х , в j ) существуют по пять псевдофокуса. На прямой 

{^X,ef) существуют псевдофокусы F f , F f , F f  , F f  , F f , на прямой ( Х , е 2) -

i 7, , i 7, , i 7, , i 7, , i 7!, . на поямой (Х ,е3) - F f  , F f , F f , F 35 , F f , на прямой {fX ,e f }  -2 , 1 2 ,1 2 , 1 2 ,1 2 , на прямой [Л,е3) ~г з >г з >г з >г з >г з > на

F f  ’ F4 , F43, F f  , F f  , на прямой ( х , ё 5 ) -  F f , i f , F 3, F54, F56.

Сеть X 6 в / З с  /ү  называется циклической сетью Френе [5], если реперы

1 ~  ( ^ ’ ̂ 1 ’ ̂ 2 ’ ̂ 3  ’ ^4 ’ ̂ 5 ’ ̂ 6 ) з ~ ^2 —  ^2 ’ ̂ 3 ’ ̂ 4 ’ ̂ 5 ’ ^6  ’ ^1) >

Ш 3 -(х, ё3,ё4,ё5,ёб,ё1,ё2), Ж 4 = (Х,ё4,ё5,ё6,ё1,ё2,ё3),

9^5 ,e5 ,e6 ,elye2 ,e3 , e f} , ( F ,  е6 ,е1,е2 ,е3 ,е4 ,е5} являются соответственно
_ 1 2 3 4 5 6 у--реперами Френе для линий О  , О , О , О , О , О сети Z 6 одновременно.

Пусть сеть Хб является циклической сетью Френе. Ее обозначим через f t . 

Псевдофокус F f  Е [ Х  определяется радиус-вектором:

F 3 = X - - T el = X  + —  , г (9)
15 A  15

Когда точка X  смещается в области О  с  Е 6, псевдофокус Ff  описывает свою 

область с  Е 6 . Определяется частичное отображение f f : О  ^  такое, что

f f ( X )  =  F f .
Материалы и методы исследования: Метод внешних форм Картана и подвижного репера.

__________________________________________________________Физико-математические науки
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Продифференцируем обычным образом (9) и учитываем деривационные формулы:

d F ?  = X -
A T ei

A  j

1
е , -

A 15
— d X  + d

15 J

Учитывая равенство (3), (5) отсюда имеем:

( л 5 + А 5 А 1 л- Л 5 Л 1 )\ у  15пГ  У1 1 Г 1 5 п Г  y l £5У 1 1т )

de ,  = со’е, -
d A 15 е, + ■

1

[ А ] ,  ) 2 1 А

■СО, в;

d F ]5 = со'е. +

Введем обозначение:

Тогда имеем:

Со

А  ) А 15

Bism =  А  1 5т + A 5 A L  +  A  5iA 1m .

___ , т

d F 3 = eo% + 15т 2 ^

A - d

Л г ,  и, со
р _________ 1м _______ р
2  5

15А

1 i .
1

или d 1F 1 ei +
(a  15 )2 1 A

+
В

5 5 1 
1 ( A d 2 1 A

Л 'p  _i______ 153 p ______ 13_ p
e 3 +  /  c \ 2  e 1 л 5 e i

A A ) 1 A 1

CO3 +
В

5 5  i 
1

A 1
p  _i_________ i m .___~ p __________— p
e 4 +  /  „ \ 2  2  5 a 5 2 i

К )25  A 1

4
CO +

+ e + 155 e -  15 ee 5 +  /  ,  \ 2  e 1 2 5 2

К  2  A ( a A ) 2 2  A

A

1

Введем обозначения:
D 5

b j = e j +  . 151, g, -

5 i 
1

11

А »  )
5 \2 1 A

e,-;

^2  ^ 2 F
В

1

5
152

5 i 
1

A
e, - 12

^ 1
( A  15 ) A15A T ev

Я ^
b , = e , +  153

л г;
'3 w3

4 5  5)
■e, 13

5 \ 2 1 A
e: ;5 i’ 

15

R 3
b „ = e „ +  154

A \
о  w 4

4 5 , )

■e, 14
5 \ 2 1 A 5 i ’ 

15

D 5
b = F +  155

л г;
'5 5

( 4 ,5)

■e, 15
5 \ 2 1 A 5 i ’ 

15

5
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b5 = e 5 +
В 5

155 Ж
2 1е ,  - ■

( A  1 )  A  1A
ILp ■ 
5 e i ’

D 5
ъ = e  + 156b 6 e 6 +

Л\

4 5 , ) 2 1

e , - i6
A

e;.5 i 
1

Тогда имеем:

d F j  — CD b j CD b2 +  CD b2 +  CD b j +  CD b5 +  CD b 6.

Так как заданная сеть £ б является циклической сетью Френе, векторы /т имеют вид:

Ъг = 1 + ̂
4 5 5 )

л 2е -  11 е ■2  * 2 2 ’А 15

4 5 , )
2 е 1 +  е2 ~

Л 12

А
е 55 ^5’

15

ъ,
в 5

153 А
^  1е, -

( ^ 4 15 ) А  15А
И-е5 22

А
е3

А
ц - ё  ■5 2 5 ’ 
1

( 10)

ъ4 = 2 е 1
А

( А 15 ) А  15
А

—  £  -\- £5 2  2 +  2 4
А 14

Ъ5 = В  5‘55 е, -
( А 5, ,  ) 2 1 А  15

А  АУ1 /5 7Г _  15
5 55

15А

А  55

ел;

5̂»

В 156 А

4  ) 2 1 А 15

В общем случае эти векторы линейно независимы.

Линии CD1, g ( D  ) = o f  называют двойными линиями отображения g , если 

касательные к ним, взятые в соответствующих точках X  и g  ( X ) пересекаются, либо 

параллельны [6].

Линии D , g ( D ) = D  в Е 5 называются квазидвойными линиями частичного 

отображения g  , если касательные к ним взятые в соответствующих точках X  , g  ( X ), 

принадлежат одному и тому же трехмерному подпространству А ( X ) пространства

Е 6 (2  < Р  < 6 ) .
Основные результаты исследования. Рассмотрим линию у, принадлежащую 

четырёхмерному распределению ^ 135б) = (уХ ,£ ],£4, £5,£6}. Её направляющий вектор

имеет вид: у  = y [£j + у 4£4 + у 5£5 + у 6£6. Найдем координаты направляющего вектора 
__________________________________________________________Физико-математические науки

е, - 11. е + 
5 22 +

А  6
1  + ——

А  55 '6-
5
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у  линии у  = f j  ( д) : у  = у 1Ь] + у 4Ь4 + у 5Ъ5 + у 6Ъ6. учитывая (10) отсюда получим:
?  . 1 ( zJ tT , Z.2
у  = у- (ь 11ё1 + Ь]ё2) + у 4 (ь 14ё1 + ь 24ё2 + ё4 + ь4ё5) +  

+ у 5 {Ь'5ё, + Ь:ё2 + Ъ65ё6) + у 6 ( b f o  + Ь;ё2 + Ь66ё6)

или

У = [y'bj  + У4Ь\ + у 5Ъ\ + у 6Ь16)ё1 + ( у ]Ь2 + у 4Ь2 + у 5Ь2 + у 6Ь26 )ё2 +

+ у 4ё4 + у 4Ь54ё5 + ( у 5Ь65 + у 6Ь66 )ё6,

где Ь] — / — тая координата вектора Ьг  Из условия у, у , XI7/  е  ^\N22) имеем:

у 1Ъ2 + у 4̂ 2 + у 5Ъ] + у 6Ъ26 = 0
Учитывая (10) отсюда получим:

А 2 У  + А 2му 4 + А ^ у 5 +А26У6 = 0. (11)

Обратно, если имеет место (11), то линия у,  принадлежащая распределению
-5л4 = {х, ё1,ё4,ё5,ёб) является квазидвойной линией отображения f5 (следовательно 

и пары ( f i  , А 4 ) ).
Вывод

Доказана Теорема: линия у , принадлежащая распределению А  456) , является

квазидвойной линией отображения f 2 тогда и только тогда, когда координаты ее 

касательного вектора у  удовлетворятся условию (11). Геометрический смысл равенства 

(11) заключается в следующем. Рассмотрим вектор Л  = Я1 е4 + Я4 е4 + Я5 е5 + Я6 е6 с

координатами: X  = Л21 = е2 ■ d lel ; А4 = Л 214 = е2 ■ d4e2; Я5 = Л 215 = е2 ■ d5e2;
^  ^   ̂  ̂ j

Я = А16 = е2 • d ^ j,  где d -  символ дифференецирования вдоль направления СО . 

Равенство (11) означает, что векторы Л и  у  ортогональны.
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«ЖАНДАШ БУРЧТАР» ТҮШҮНҮГҮН КАЛЫПТАНДЫРУУНУН МИСАЛЫНДА 
МЕЙКИНДИК ОЙ ЖҮГҮРТҮҮНҮ ӨНҮКТҮРҮҮГӨ ШАРТ ТҮЗҮҮ

Макаланын актуалдуулугу болуп, мектептин геометрия боюнча окуу китебинде жандаш 
бурчтарга берилген аныктамада, алардын «жалпы чокуга ээ болуу» белгиси, аларды аныктоодо 
олуттуу белги болуп эсептелинбей, ашыкча белги болушу көрсөтүлгөндүгү саналат. Ошондой эле 
түшүнүктү калыптандыруунун ар бир этабында окуучунун мейкиндик ой жүгүртүүсүнүн 
өнүгүүсүнө шарт түзүлбөй жаткандыгын кошууга болот. Бул макала «жандаш бурчтар» 
түшүнүгүн калыптандыруунун мисалында окуучунун мейкиндик ой жүгүртүүсүн өнүктүрүүгө 
кандайча шарт түзүүгө боло тургандыгын көрсөтүү максатын көздөйт. Бул жумушта байкоо, 
салыштыруу, эксперимент сыяктуу изилдөө методдору пайдаланылды. Жумуштун натыйжасы 
болуп, каралып жаткан түшүнүктү калыптандыруунун ар бир этабы үчүн иштелип чыккан 
суроолор жана көнүгүүлөр боюнча Блумдун таксономиясы келтирилди. Натыйжаларды 
пайдалануунун аймагы болуп, геометрияны окутуу процесси саналат. Корутундулап айтканда, 
мугалимдин түшүнүктүн аныктамасын (мүмкүн болгон учурлардын баарында) окуучуларга 
«элестетүү» методу менен өз алдынча түздүртүүгө, анын формулировкасын маңызын түшүнүү 
менен элестетүү аркылуу жаттатууга аракет кылуусу, алардын ой жүгүртүү амалдарынын 
ийгиликтүү ишке ашышына, б.а. түшүнүктү таанып-билүүнүн жогорку тепкичине көтөрүлүү 
үчүн шарт түзөөрү саналат. “Жандаш бурчтар” түшүнүгүн бышыктоо этабында окуучуларга 
макалада сунушталган таблица түздүртүү аркылуу аларда бул түшүнүктүн калыптануу 
деңгээлин аныктоого боло тургандыгы көрсөтүлдү, түшүнүктү калыптандырууда суроолор жана 
көнүгүүлөр маалыматтын “кодун ” алмаштырууга багытталуусу керектиги айтылды.

Негизги сөздөр: жандаш бурчтар; геометриялык түшүнүктөр; мейкиндик ой жүгүртүү; 
аныктама; Блумдун таксономиясы; элестетүү; окуучу; түшүнүктү калыптандыруу этаптары.
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